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S E R I E S

J E F F R E Y S T O P P L E

A D V I C E T O T H E S T U D E N T : Y o u w i l l n o t i c e t h a t m a n y e x e r c i s e s

r e f e r b a c k t o e a r l i e r o n e s . Y o u w i l l t h e r e f o r e n e e d t o k e e p c o p i e s o f

w h a t y o u t u r n i n , o r b e t t e r s t i l l , k e e p t h e m i n a p e r m a n e n t n o t e b o o k

a n d t u r n i n t h e c o p i e s .

A D V I C E T O T H E I N S T R U C T O R : T h i s c h a p t e r a s s u m e s t h a t t h e O D E

m a t e r i a l f r o m M a t h 3 C h a s b e e n c o v e r e d . I ' v e t r i e d t o m a k e t h i s m a -

t e r i a l i n t e r e s t i n g b y i n c l u d i n g a p p l i c a t i o n s t o O D E s w h e r e v e r p o s s i -

b l e .

1 . L I N E A R A P P R O X I M A T I O N S

A l t h o u g h y o u m i g h t n o t n o t i c e i t , a l l o f M a t h 3 A i s a b o u t a s i n g l e

i d e a : c o m p l i c a t e d f u n c t i o n s c a n o f t e n b e a p p r o x i m a t e d , o n a s m a l l

s c a l e a n y w a y , b y s t r a i g h t l i n e s . W h a t g o o d i s s u c h a n a p p r o x i m a -

t i o n ? M a n y t e x t b o o k s w i l l h a v e a ( r a t h e r u n c o n v i n c i n g ) a p p l i c a t i o n ,

s o m e t h i n g l i k e ` A p p r o x i m a t e t h e s q u a r e r o o t o f 1 . 0 3 7 ' . I n f a c t , a l -

m o s t e v e r y t h i n g t h a t h a p p e n s i n c a l c u l u s i s a n a p p l i c a t i o n o f t h i s

i d e a .

F o r e x a m p l e , o n e l e a r n s t h a t t h e g r a p h o f a f u n c t i o n y = f (x) i s

i n c r e a s i n g a t a p o i n t x = a i f t h e d e r i v a t i v e f 0(a) i s p o s i t i v e . W h y

i s t h i s t r u e ? I t ' s b e c a u s e o f t h e l i n e a r a p p r o x i m a t i o n i d e a : t h e g r a p h

i s i n c r e a s i n g e x a c t l y i f t h e s t r a i g h t l i n e a p p r o x i m a t i n g t h e g r a p h i s

i n c r e a s i n g . F o r a l i n e , i t ' s e a s y t o s e e t h a t i t i s i n c r e a s i n g i f t h e s l o p e

i s p o s i t i v e . T h a t s l o p e i s f 0(a) .

T h e p o i n t o f t h i s c h a p t e r i s t o g e n e r a l i z e t h i s i d e a t o h i g h e r o r d e r

` b e t t e r - t h a n - l i n e a r ' a p p r o x i m a t i o n s . T o d o t h i s w e w i l l n e e d t o s t a r t

b y r e v i e w i n g t h e c a s e o f l i n e a r a p p r o x i m a t i o n s . T h e r e a r e a l o t o f

d i f f e r e n t w a y s t o s p e c i f y a l i n e i n t h e p l a n e b y a n e q u a t i o n . F o r u s

t h e m o s t u s e f u l w i l l b e t h e ` p o i n t - s l o p e ' f o r m : t h e l i n e t h r o u g h t h e

p o i n t (a;b) w i t h s l o p e m h a s t h e e q u a t i o n y ¡ b = m(x ¡ a); o r y =
b+ m(x ¡ a): I f y = f (x) i s s o m e f u n c t i o n , t h e l i n e t h r o u g h t h e p o i n t

(a; f (a)) w i t h s l o p e f 0(a) i s j u s t y = f (a) + f 0(a)(x ¡ a) . S o , i f x i s

c l o s e t o a,

f (x) ¼ f (a) + f 0(a)(x ¡ a):( 1 )
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A P P L I C A T I O N : S u p p o s e y o u w a n t t o s t u d y t h e m o t i o n o f a p e n d u -

l u m . T h e i m p o r t a n t t h i n g t o k n o w i s t h e a n g l e µ(t) t h a t t h e p e n d u -

l u m m a k e s w i t h t h e v e r t i c a l , a s a f u n c t i o n o f t i m e t . N e w t o n ' s s e c o n d

l a w a n d s o m e c o n s i d e r a t i o n o f v e c t o r s l e a d s t o t h e c o n c l u s i o n t h a t

t h e s e c o n d d e r i v a t i v e µ00(t) s h o u l d b e e q u a l t o ¡ sin(µ(t)) :

µ00(t) = ¡ sin(µ(t)) :

( Y o u w i l l s e e t h i s f o r m u l a d e r i v e d i n M a t h 5 A . ) I t i s e x t r e m e l y d i f � -

c u l t t o � n d a f u n c t i o n µ(t) t h a t d o e s t h i s . I n s t e a d w e c a n a p p r o x i m a t e

t h e f u n c t i o n ¡ sin(x) n e a r x = 0 b y a s i m p l e r f u n c t i o n , a l i n e . U s i n g

t h e f o r m u l a ( 1 ) a b o v e w i t h f (x) = ¡ sin(x) a n d a = 0 w e g e t f (0) = 0
a n d f 0(0) = ¡ cos(0) = ¡ 1. S o ¡ sin(x) ¼ ¡ x i f x i s n o t t o o b i g . T h e n

a n a p p r o x i m a t i o n t o o u r o r i g i n a l p r o b l e m i s t o s e e k a f u n c t i o n µ(t)
w h i c h s a t i s � e s

µ00(t) = ¡ µ(t):

I f t h e p e n d u l u m d o e s n o t o s c i l l a t e t o o m u c h , t h e n µ(t) w i l l b e s m a l l ,

a n d i t i s s a f e t o u s e t h e a p p r o x i m a t i o n t o t h e s i n f u n c t i o n . T h e p o i n t

h e r e i s t h a t i t i s m u c h e a s i e r t o � n d a f u n c t i o n t h a t b e h a v e s t h i s w a y ;

µ(t) = cos(t) w o r k s , s o d o e s µ(t) = sin(t) o r a n y c o m b i n a t i o n o f t h e

t w o . W h a t w e h a v e d o n e h e r e i s l i n e a r i z e t h e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n .

1 . 1 . F i n d t h e e q u a t i o n o f t h e l i n e t a n g e n t t o y = ex
a t x = 0. B e s u r e

y o u r a n s w e r r e a l l y i s t h e e q u a t i o n o f a l i n e ; i f n o t , i t ' s w r o n g . P l o t

t h e l i n e t o g e t h e r w i t h ex
o n y o u r c a l c u l a t o r .

1 . 2 . F i n d t h e e q u a t i o n o f t h e l i n e t a n g e n t t o y =
p

x a t x = 1. P l u g

x = 1:037i n t o t h e e q u a t i o n f o r t h e l i n e ; t h i s g i v e s a g o o d a p p r o x i m a -

t i o n t o

p
1:037: I t ' s s t i l l n o t a v e r y c o n v i n c i n g a p p l i c a t i o n . W e ' l l d o

b e t t e r i n e x e r c i s e 4 . 6 b e l o w .

1 . 3 . F i n d t h e e q u a t i o n o f t h e l i n e t a n g e n t t o y = ¡ sin(x) a t x = ¼.

U s e t h i s t o w r i t e t h e e q u a t i o n d e s c r i b i n g t h e m o t i o n o f a p e n d u l u m

w h e n i t i s n e a r l y u p s i d e d o w n . S h o w t h a t µ(t) = cos(t) i s n o l o n g e r

a s o l u t i o n , b u t µ(t) = ¼+ et
i s a s o l u t i o n .

2 . Q U A D R A T I C A P P R O X I M A T I O N S

S u p p o s e w e w a n t a n a p p r o x i m a t i o n t o y = f (x) a t x = a t h a t

i s a l i t t l e b e t t e r . W e m i g h t l o o k f o r a q u a d r a t i c p o l y n o m i a l . I f w e

w a n t i t t o b e a t l e a s t a s g o o d a s t h e l i n e a r a p p r o x i m a t i o n , i t s h o u l d

t o u c h t h e g r a p h ( i . e . , p a s s t h r o u g h t h e p o i n t (a; f (a)) ) , a n d a l s o b e

t a n g e n t t o t h e g r a p h , s o t h e � r s t d e r i v a t i v e s h o u l d b e f 0(a) . B u t w e

a l s o w a n t t h e s e c o n d d e r i v a t i v e s t o m a t c h u p ; t h e s e c o n d d e r i v a t i v e
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Figure 1

o f t h e q u a d r a t i c s h o u l d b e f 00(a) . H e r e ' s t h e f o r m u l a , w h i c h a l i t t l e

t h o u g h t w i l l s h o w d o e s w h a t i t i s s u p p o s e d t o :

f (x) ¼ f (a) + f 0(a)(x ¡ a) +
1
2

f 00(a)(x ¡ a)2:( 2 )

N o t i c e t h a t f (a) , f 0(a) , a n d f 00(a) a r e a l l n u m b e r s , s o t h e r i g h t s i d e

r e a l l y i s a q u a d r a t i c p o l y n o m i a l , w h i l e t h e l e f t s i d e c a n b e a m o r e

c o m p l i c a t e d f u n c t i o n . C o m p a r e t h i s f o r m u l a t o t h e o n e f o r t h e l i n -

e a r a p p r o x i m a t i o n , ( 1 ) . A l l w e h a v e d o n e i s a d d a n e x t r a t e r m , t h e

1
2 f 00(a)(x ¡ a)2

. T h i s e x t r a t e r m h a s t h e p r o p e r t y t h a t i t i s z e r o a t

x = a, a n d t h e d e r i v a t i v e o f t h i s t e r m i s j u s t f 00(a)(x ¡ a) , a l s o i s

z e r o a t x = a. S o a d d i n g i t o n d o e s n ' t s c r e w u p a n y o f t h e l i n e a r a p -

p r o x i m a t i o n . O n t h e o t h e r h a n d , t a k i n g t w o d e r i v a t i v e s o f t h e l i n e a r

a p p r o x i m a t i o n g i v e s z e r o ( c h e c k t h i s ) , w h i l e t w o d e r i v a t i v e s o f o u r

e x t r a t e r m i s e x a c t l y w h a t w e w a n t : f 00(a) . T h e
1
2 i s t h e r e t o c o m p e n -

s a t e f o r t h e f a c t t h a t t a k i n g d e r i v a t i v e s w i l l i n t r o d u c e a f a c t o r o f 2 i n

t h a t t e r m .

E X A M P L E S : T a k e f (x) = ex
, a n d a = 1. S i n c e f (1), f 0(1), a n d f 00(1)

a r e a l l e q u a l t o e, w e g e t t h a t

ex ¼ e+ e(x ¡ 1) +
e
2

(x ¡ 1)2;

f o r x c l o s e t o 1 . N o t i c e t h a t t h e r i g h t s i d e i s a q u a d r a t i c p o l y n o m i a l

w i t h t h e p r o p e r t y t h a t i t s v a l u e a t x = 1, a n d i t s � r s t a n d s e c o n d

d e r i v a t i v e s a t x = 1, a r e a l l e q u a l t o e. F i g u r e 1 s h o w s t h e g r a p h o f

y = ex
, t o g e t h e r w i t h t h e l i n e a r a p p r o x i m a t i o n y = e+ e(x¡ 1) ( o n t h e

b o t t o m ) a n d t h e q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n y = e+ e(x¡ 1)+ e=2(x¡ 1)2

( o n t h e t o p ) . N o t i c e t h e q u a d r a t i c i s m u c h c l o s e r t o ex
n e a r x = 1, b u t

c u r v e s a w a y e v e n t u a l l y .
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Figure 2

N e x t t a k e f (x) = sin(x) , a n d a = ¼=2. W e h a v e sin(¼=2) = 1,

cos(¼=2) = 0, a n d ¡ sin(¼=2) = ¡ 1: S o

sin(x) ¼ 1 ¡
1
2

(x ¡ ¼=2)2

f o r x n e a r ¼=2. F i g u r e 2 s h o w s t h e g r a p h o f y = sin(x) , t o g e t h e r w i t h

t h e l i n e a r a p p r o x i m a t i o n y = 1 = 1 + 0(x ¡ ¼=2), a n d t h e q u a d r a t i c

a p p r o x i m a t i o n 1 ¡ 1=2(x ¡ ¼=2)2

W A R N I N G : T h e m o s t c o m m o n m i s t a k e i s t o f o r g e t t o e v a l u a t e a t

x = a a t t h e a p p r o p r i a t e t i m e . T h i s g i v e s a r e s u l t t h a t i s n o t a q u a -

d r a t i c p o l y n o m i a l . F o r e x a m p l e , i f y o u d o n ' t p l u g i n a = ¼=2, y o u

w o u l d w r i t e s o m e t h i n g l i k e sin(x) + cos(x)(x ¡ ¼=2) ¡ 1
2 sin(x)(x ¡

¼=2)2: Y o u g e t a n u g l y m e s s , n o t a n i c e s i m p l e p o l y n o m i a l . D o n ' t d o

t h i s .

2 . 1 . F i n d a q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n t o ex
a t x = 0: P l o t t h e q u a -

d r a t i c t o g e t h e r w i t h ex
o n y o u r c a l c u l a t o r . C o m p a r e y o u r a n s w e r t o

t h e e x a m p l e a b o v e ; t h e p o i n t h e r e i s t h a t w h i c h p o l y n o m i a l i s t h e

b e s t a p p r o x i m a t i o n d e p e n d s o n t h e b a s e p o i n t a. Y o u s h o u l d a l s o

c o m p a r e y o u r a n s w e r t o t h e a n s w e r t o e x e r c i s e 1 . 1

2 . 2 . F i n d a q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n t o ln(x) a t x = 1: P l o t t h e q u a -

d r a t i c t o g e t h e r w i t h ln(x) o n y o u r c a l c u l a t o r .

2 . 3 . F i n d a q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n t o 1=(1 ¡ x) a t x = 0: P l o t t h e

q u a d r a t i c t o g e t h e r w i t h 1=(1 ¡ x) o n y o u r c a l c u l a t o r .

2 . 4 . F i n d a q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n t o cos(x) a t x = 0:

2 . 5 . F i n d a q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n t o sin(x) a t x = 0. S o m e t i m e s

t h e l i n e a r a p p r o x i m a t i o n i s t h e b e s t q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n .
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2 . 6 . F i n d a q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n t o 3x2 + 7x ¡ 4 a t x = 0. D r a w

s o m e c o n c l u s i o n a b o u t y o u r a n s w e r . N o w � n d t h e q u a d r a t i c a p -

p r o x i m a t i o n a t x = 1. N o t i c e t h a t y o u r a n s w e r i s r e a l l y j u s t 3x2 +
7x ¡ 4, w r i t t e n i n a f u n n y w a y .

3 . H I G H E R A P P R O X I M A T I O N S

H a v i n g c a r e f u l l y r e a d t h e e x p l a n a t i o n o f h o w t h e q u a d r a t i c a p -

p r o x i m a t i o n w o r k s , y o u s h o u l d b e a b l e t o g u e s s t h e f o r m u l a t o a p -

p r o x i m a t e a f u n c t i o n w i t h a d e g r e e 3 p o l y n o m i a l . ( I f n o t , g o b a c k

a n d r e - r e a d t h a t p a r t o f s e c t i o n 2 . ) W h a t w e n e e d t o d o i s k e e p

t h e q u a d r a t i c a p p r o x i m a t i o n , a n d j u s t a d d o n a t e r m t h a t m a k e s t h e

t h i r d d e r i v a t i v e s m a t c h u p :

f (x) ¼ f (a) + f 0(a)(x ¡ a) +
1
2

f 00(a)(x ¡ a)2 +
1
6

f 000(a)(x ¡ a)3

w h e n x i s c l o s e t o a. T h e f a c t o r o f
1
6 i s t h e r e b e c a u s e t h e t h i r d d e r i v a -

t i v e o f (x ¡ a)3
i s e x a c t l y 6 = 2¢3. T h e n o t a t i o n f o r h i g h e r d e r i v a t i v e s

i s s t a r t i n g t o g e t c o n f u s i n g , s o f r o m n o w o n w e w i l l a l s o w r i t e f (n)(a)
f o r t h e n- t h d e r i v a t i v e o f f (x) a t x = a. R e m e m b e r t h a t f (0) (a) m e a n s

n o d e r i v a t i v e s a t a l l , i t ' s j u s t t h e o r i g i n a l f u n c t i o n f (x) e v a l u a t e d a t

x = a.

W e c a n g e t a p o l y n o m i a l o f a n y d e g r e e n t o a p p r o x i m a t e a f u n c t i o n

f (x) , w h i c h w e w i l l c a l l t h e n - T H D E G R E E T A Y L O R P O L Y N O M I A L O F

f A T a

f (x) ¼ f (0) (a) + f (1) (a)(x ¡ a) + ¢¢¢+
1
n!

f (n)(a)(x ¡ a)n
( 3 )

f o r x n e a r a. Y o u ' v e p r o b a b l y s e e n n! b e f o r e , i t i s t h e p r o d u c t o f a l l

t h e i n t e g e r s u p t o n. F o r e x a m p l e , 4! i s j u s t 4 ¢3 ¢2 ¢1 = 24. N o t i c e

1! = 1, a n d w e j u s t d e � n e 0! = 1, s o e v e r y t e r m i n t h e p o l y n o m i a l i s

o f t h e s a m e f o r m ,

1
k!

f (k)(a)(x ¡ a)k ;

w h e r e k g o e s f r o m 0 u p t o n.

A P P L I C A T I O N : I m a g i n e a v e r t i c a l s t e e l b e a m , w i t h s o m e l o a d ¸
( i n t o n s ) o n i t . I f i t f a i l s , i t w i l l s t a r t t o b e n d i n t h e m i d d l e , a n d t h e

t o p h a l f m a k e s s o m e a n g l e x w i t h t h e v e r t i c a l . W e w a n t t o k n o w t h e

a n g l e x a s a f u n c t i o n o f t i m e t ( i n s e c o n d s ) . F r o m c o n s i d e r i n g f o r c e

v e c t o r s , x(t) s a t i s � e s t h e O D E

x0(t) = ¸ sin(x) ¡ x:
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T h i s i s t o o h a r d t o d e a l w i t h , s o i n s t e a d a p p r o x i m a t e ¸ sin(x) ¡ x f o r

x n e a r 0, w i t h a d e g r e e 3 T a y l o r p o l y n o m i a l . S u p p o s e , f o r e x a m p l e ,

t h a t ¸ = 7=6: T h e n f o r x n e a r 0 w e h a v e

7
6

sin(x) ¡ x ¼
x
6

¡
7x3

36
:

T h i s g i v e s y o u a s i m p l e r m o d e l f o r t h e b e a m :

x0(t) =
x
6

¡
7x3

36
:

F i g u r e 3 s h o w s t h e g r a p h o f y = 7=6sin(x) ¡ x , t o g e t h e r w i t h t h e

c u b i c a p p r o x i m a t i o n y = x=6 ¡ 7x3=36.

W e c a n a n a l y z e t h i s a u t o n o m o u s O D E w i t h t h e t e c h n i q u e s o f s e c -

t i o n 2 . 5 o f t h e M a t h 3 C t e x t . A l i t t l e a l g e b r a s h o w s t h a t x=6¡ 7x3=36 =
0 h a s t h r e e s o l u t i o n s : 0, a n d §

p
6=7: A l i t t l e c a l c u l u s s h o w s t h e

g r a p h o f y = x=6¡ 7x3=36 i s d e c r e a s i n g a t b o t h §
p

6=7, a n d i n c r e a s -

i n g a t 0. S o x = §
p

6=7 a r e s t a b l e e q u i l i b r i a , w h i l e x = 0 i s u n s t a b l e .

I f t h e b e a m i s v e r t i c a l ( u n b e n t ) a t t i m e t = 0, t h e b e a m w i l l b e n d , a n d

r e m a i n i n o n e o f t h e t w o b e n t p o s i t i o n s x = §
p

6=7.

3 . 1 . C o m p u t e t h e d e g r e e 3 T a y l o r p o l y n o m i a l o f e a c h o f t h e f u n c -

t i o n s i n t h e e x e r c i s e s i n s e c t i o n 2 . I n e a c h c a s e , g r a p h t h e p o l y n o m i a l

w i t h t h e f u n c t i o n b e i n g a p p r o x i m a t e d .

3 . 2 . T r y t o c o m p u t e t h e d e g r e e t h r e e T a y l o r p o l y n o m i a l a t x = 0 f o r

t h e f u n c t i o n x2 cos(3x) . I t i s v e r y p a i n f u l e x e r c i s e . T h e n e x t s e c t i o n

w i l l s h o w y o u s o m e v e r y u s e f u l s h o r t c u t s .
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3 . 3 . I n t h e e x a m p l e w i t h t h e b e a m a t t h e e n d o f t h i s s e c t i o n , c o n -

s i d e r w h a t h a p p e n s i f t h e l o a d ¸ = 5=6. D o e s i t b e n d ? I n g e n e r a l ,

h o w l a r g e a l o a d ¸ i s i t s a f e t o p u t o n t h e b e a m ?

3 . 4 . N e w t o n ' s L a w o f C o o l i n g s a y s t h a t t h e r a t e o f c h a n g e o f t e m -

p e r a t u r e T w i t h r e s p e c t t o t i m e t i s p r o p o r t i o n a l t o t h e d i f f e r e n c e

b e t w e e n t h e t e m p e r a t u r e T o f t h e o b j e c t a n d t h e t e m p e r a t u r e M o f

t h e s u r r o u n d i n g m e d i u m :

dT
dt

= kN (M ¡ T); kN > 0 t h e c o n s t a n t o f p r o p o r t i o n a l i t y .

S t e p h a n ' s L a w o f R a d i a t i o n s a y s t h e r a t e o f c h a n g e i s p r o p o r t i o n a l

t o t h e d i f f e r e n c e o f t h e f o u r t h p o w e r s :

dT
dt

= kS(M 4 ¡ T4); kS > 0 t h e c o n s t a n t o f p r o p o r t i o n a l i t y .

C o m p u t e t h e f o u r t h d e g r e e T a y l o r p o l y n o m i a l o f M 4 ¡ T4
, a s a f u n c -

t i o n o f T , a r o u n d t h e p o i n t T = M . ( M i s � x e d . ) Y o u r a n s w e r s h o u l d

s h o w t h a t f o r T c l o s e t o M , N e w t o n ' s L a w i s a g o o d a p p r o x i m a t i o n

t o S t e p h a n ' s L a w , a n d t e l l y o u t h e r e l a t i o n b e t w e e n t h e c o n s t a n t s kN

a n d kS .

4 . P O W E R S E R I E S

S o f a r w e ' v e d i s c u s s e d h o w t o g e t v a r i o u s a p p r o x i m a t i o n s t o a

f u n c t i o n f (x) a t a b a s e p o i n t a. F o r e x a m p l e , i n e x e r c i s e s 1 . 1 , 2 . 1 , a n d

3 . 1 w i t h f (x) = ex
y o u c o m p u t e d t h a t

ex ¼ 1 + x

¼ 1 + x +
x2

2

¼ 1 + x +
x2

2
+

x3

6
f o r x n e a r 0. W h a t w e h a v e n o t d o n e i s s a i d h o w n e a r ` n e a r ' h a s t o

b e , o r h o w c l o s e t h e p o l y n o m i a l i s t o t h e f u n c t i o n w h e n w e u s e t h e

s y m b o l ¼. T h e t w o q u e s t i o n s a r e c l e a r l y r e l a t e d . W e w i l l s a v e t h e s e

q u e s t i o n s f o r l a t e r , h o w e v e r .

I n t h i s s e c t i o n w e w i l l d e � n e T A Y L O R S E R I E S , a n d , m o r e g e n e r a l l y

P O W E R S E R I E S . T h i n k o f t h e T a y l o r s e r i e s a s a p o l y n o m i a l o f i n � n i t e

d e g r e e , t h a t g o e s o n f o r e v e r . T h e c o e f � c i e n t s a r e d e t e r m i n e d b y t h e

f o r m u l a ( 3 ) . F o r e x a m p l e , e v e r y d e r i v a t i v e o f ex
i s ex

, a n d e0 = 1. S o

t h e T a y l o r s e r i e s f o r ex
a t x = 0 i s

1 + x +
x2

2
+

x3

6
+ ¢¢¢+

xn

n!
+ ¢¢¢
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T h i s i s j u s t a w a y t o k e e p t r a c k o f t h e f a c t t h a t T a y l o r a p p r o x i m a t i o n s

o f a l l p o s s i b l e d e g r e e s e x i s t f o r t h i s f u n c t i o n , e v e n t h o u g h i n a n y

g i v e n c o m p u t a t i o n w e w o u l d u s e o n e o f � n i t e d e g r e e . A n a l o g o u s l y ,

t h e d e c i m a l d i g i t s o f ¼= 3:141592653589793: : : g o o n f o r e v e r , e v e n

t h o u g h w e c a n o n l y u s e � n i t e l y m a n y o f t h e m i n a g i v e n c a l c u l a t i o n .

A n o t h e r w a y t o w r i t e T a y l o r s e r i e s m o r e c o m p a c t l y i s w i t h t h e §
n o t a t i o n , t h e G r e e k l e t t e r f o r S ( m e a n i n g ` s u m ' ) . T h e T a y l o r s e r i e s

f o r ex
a t x = 0 i s

1 + x +
x2

2
+

x3

6
+ ¢¢¢+

xn

n!
+ ¢¢¢=

1X

n=0

xn

n!
:( 4 )

T h e § n o t a t i o n j u s t m e a n s a d d u p a l l t e r m s o f t h e f o r m xn=n!, f o r a l l

n g o i n g f r o m 0 t o i n � n i t y .

T h e f u n c t i o n s sin(x) a n d cos(x) h a v e a n i c e p a t t e r n i n t h e i r T a y -

l o r p o l y n o m i a l s , b e c a u s e t h e d e r i v a t i v e s r e p e a t a f t e r t h e f o u r t h o n e :

sin(x) , cos(x) , ¡ sin(x) , ¡ cos(x) , sin(x) , cos(x) , e t c . W h e n w e p l u g i n

0 w e g e t a s e q u e n c e 0; 1; 0; ¡ 1; 0; 1; 0; ¡ 1; : : : . S o b y f o r m u l a ( 3 ) t h e

T a y l o r s e r i e s f o r sin(x) a t x = 0 i s

x ¡
x3

3!
+

x5

5!
¡ ¢¢¢+ (¡ 1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ ¢¢¢=

1X

n=0

(¡ 1)n x2n+1

(2n + 1)!
( 5 )

a n d t h e T a y l o r s e r i e s f o r cos(x) a t x = 0 i s

1 ¡
x2

2!
+

x4

4!
¡ ¢¢¢+ (¡ 1)n x2n

(2n)!
+ ¢¢¢=

1X

n=0

(¡ 1)n x2n

(2n)!
:( 6 )

A n o t h e r b a s i c f u n c t i o n t h a t i s v e r y u s e f u l i s (1 ¡ x)¡ 1
. C o n v i n c e

y o u r s e l f t h a t t h e n- t h d e r i v a t i v e o f t h i s f u n c t i o n i s n!(1 ¡ x)¡ n¡ 1
. S o

t h e T a y l o r s e r i e s f o r (1 ¡ x)¡ 1
i s j u s t

1 + x + x2 + ¢¢¢+ xn + ¢¢¢=
1X

n=0

xn :( 7 )

T h e T a y l o r s e r i e s ( 4 ) , ( 5 ) , ( 6 ) , a n d ( 7 ) c o m e u p s o o f t e n t h a t y o u w i l l

c e r t a i n l y n e e d t o k n o w t h e m .

W e u s e t h e n a m e T A Y L O R S E R I E S w h e n w e s t a r t w i t h a f u n c t i o n ,

l i k e ex
, a n d c o n s t r u c t a s e q u e n c e o f p o l y n o m i a l s b a s e d o n i t . M o r e

g e n e r a l l y , w e c a n s t a r t b y w r i t i n g a n y p o l y n o m i a l o f i n � n i t e d e g r e e .

T h i s i s c a l l e d a P O W E R S E R I E S . A T a y l o r s e r i e s i s j u s t a s p e c i a l c a s e

o f a p o w e r s e r i e s .
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Figure 4

F o r e x a m p l e , c o n s i d e r

( 8 )
1

(0!)2
¡

(x=2)2

(1!)2
+

(x=2)4

(2!)2
¡

(x=2)6

(3!)2
+ ¢¢¢

¢¢¢+ (¡ 1)n (x=2)2n

(n!)2
+ ¢¢¢=

1X

n=0

(¡ 1)n (x=2)2n

(n!)2
:

W e w i l l e v e n t u a l l y u s e t h e s e t o d e � n e n e w f u n c t i o n s . T h e p o w e r

s e r i e s d e � n e d b y ( 8 ) i s t h e B e s s e l f u n c t i o n , J0(x) , w i t h a p p l i c a t i o n s

t o t h e p h y s i c s o f h e a t c o n d u c t i o n . F i g u r e 4 s h o w s t h e d e g r e e 2 , 4 , 6 , 8 ,

a n d 1 0 T a y l o r a p p r o x i m a t i o n t o J0(x) , t o g e t h e r w i t h t h e f u n c t i o n i t -

s e l f . S i n c e a n y p o l y n o m i a l e v e n t u a l l y t e n d s t o i n � n i t y , t h e a p p r o x i -

m a t i o n s a l l e v e n t u a l l y c u r v e a w a y f r o m J0(x) . B u t t h e h i g h e r d e g r e e

o n e s ` l a s t l o n g e r ' . T h e f u n c t i o n J0(x) i t s e l f t e n d s t o 0 a s x t e n d s t o

i n � n i t y .

W H Y A R E W E D O I N G T H I S ? I t s e e m s a l i t t l e a b s t r a c t . H e r e ' s t h e

r e a s o n : I n t h e p r e v i o u s s e c t i o n s , w h e n c o m p u t i n g T a y l o r p o l y n o m i -

a l s , w e h a d t o t a k e a l o t o f d e r i v a t i v e s . T h i s c a n g e t v e r y t e d i o u s ,

a n d i t i s h a r d t o d o a c c u r a t e l y . ( R e c a l l e x e r c i s e 3 . 2 ) . T h e p o w e r s e -

r i e s p r o v i d e a c o n v e n i e n t n o t a t i o n f o r l e a r n i n g t h e s h o r t c u t s t o t h e s e

c o m p u t a t i o n s .

E X A M P L E S : W e c a n a d d p o w e r s e r i e s t o g e t h e r , m u l t i p l y , o r m a k e

s u b s t i t u t i o n s . T h i s w i l l g i v e t h e T a y l o r s e r i e s o f n e w f u n c t i o n s f r o m

o l d o n e s . F o r e x a m p l e , t o g e t t h e T a y l o r s e r i e s o f sin(2x) , w e j u s t t a k e
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( 5 ) a n d s u b s t i t u t e ` 2x ' f o r ` x ' . T h u s t h e s e r i e s f o r sin(2x) i s

2x ¡
8x3

3!
+

32x5

5!
¡ ¢¢¢+ (¡ 1)n 22n+1 x2n+1

(2n + 1)!
+ ¢¢¢=

1X

n=0

(¡ 1)n 22n+1 x2n+1

(2n + 1)!
:

S i m i l a r l y i f w e w a n t t h e s e r i e s f o r ex3
, w e t a k e ( 4 ) a n d s u b s t i t u t e ` x3

'

f o r ` x ' . T h u s t h e s e r i e s f o r ex3
i s

1 + x3 +
x6

2
+

x9

6
+ ¢¢¢+

x3n

n!
+ ¢¢¢=

1X

n=0

x3n

n!
:

W e c a n a l s o a d d o r s u b t r a c t s e r i e s . T h e s e r i e s f o r ex ¡ 1 ¡ x i s

x2

2
+

x3

6
+ ¢¢¢+

xn

n!
+ ¢¢¢=

1X

n=2

xn

n!
:

s i n c e 1+ x i s i t s o w n T a y l o r s e r i e s ( s e e e x e r c i s e 2 . 6 ) . T o g e t t h e s e r i e s

f o r x2ex
, j u s t m u l t i p l y e v e r y t e r m i n t h e s e r i e s f o r ex

b y x2
, t o g e t

x2 + x3 +
x4

2
+

x5

6
+ ¢¢¢+

xn+2

n!
+ ¢¢¢=

1X

n=0

xn+2

n!
:

M O R A L : I t i s a l m o s t a l w a y s e a s i e r t o s t a r t w i t h a k n o w n s e r i e s a n d

u s e t h e s e s h o r t c u t s , t h a n i t i s t o t a k e l o t s o f d e r i v a t i v e s a n d u s e ( 3 ) .

4 . 1 . U s e ( 7 ) t o c o m p u t e t h e T a y l o r s e r i e s a t x = 0 f o r e a c h o f t h e s e

f u n c t i o n s : (1 + x)¡ 1
, (1 ¡ x2)¡ 1

, (1 + x2)¡ 1
.

4 . 2 . U s e t h e m e t h o d s o f t h i s s e c t i o n t o c o m p u t e t h e T a y l o r s e r i e s a t

x = 0 o f x2 cos(3x) . C o m p a r e t o w h a t y o u d i d i n e x e r c i s e 3 . 2 . R e - r e a d

t h e m o r a l a t t h e e n d o f t h i s s e c t i o n .

4 . 3 . C o m p u t e t h e T a y l o r s e r i e s a t x = 0 o f

1
2 ¡ x

=
1
2

¢
1

1 ¡ (x=2)
a n d o f

1
2 ¡ x3

:

4 . 4 . C o m p u t e t h e T a y l o r s e r i e s a t x = 0 o f sinh(x) = (ex ¡ e¡ x )=2,

x=(x + 1), xe¡ x
, a n d x2 sin(x2) .

4 . 5 . C o m p u t e t h e T a y l o r s e r i e s a t x = 0 o f sin(x)=x a n d (ex ¡ 1)=x.
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4 . 6 . C o n s i d e r t h e f u n c t i o n f (x) = (1 + x)t
, w h e r e t i s s o m e r e a l

n u m b e r . W e w i l l u s e t h i s f u n c t i o n t o d e � n e t h e B I N O M I A L S E R I E S .

N o t i c e f (0) (0) = f (0) = 1, a n d f o r k > 1 t h e k t h d e r i v a t i v e a t 0 i s

f (k)(0) = t(t ¡ 1)(t ¡ 2) ¢¢¢(t ¡ k + 1)
| {z }

e x a c t l y k t e r m s

:

T h u s i f w e d e � n e

µ
t
0

¶
= 1;

µ
t
k

¶
=

t(t ¡ 1)(t ¡ 2) ¢¢¢(t ¡ k + 1)
k!

;

t h e n t h e T a y l o r s e r i e s f o r (1 + x)t
i s e x a c t l y

P 1
k=0

¡ t
k

¢
xk

.

W r i t e o u t e x p l i c i t l y

¡ 4
2

¢
,

¡ 4
5

¢
, a n d

¡ ¼
4

¢
. W h e n y o u m u l t i p l y i t o u t ,

¡ ¼
4

¢

i s a b o u t 0:0453135.
I t b e c o m e s c l e a r t h a t i f t i s a n i n t e g e r , a n d k > t , t h e n

¡ t
k

¢
= 0. I n

t h i s c a s e f (x) i s a p o l y n o m i a l , a n d i t s T a y l o r s e r i e s i s � n i t e . T h e s e b i -

n o m i a l c o e f � c i e n t s

¡ t
k

¢
m a y b e f a m i l i a r t o y o u , f r o m P a s c a l ' s t r i a n g l e .

I f t i s n o t a n i n t e g e r , t h e T a y l o r s e r i e s h a s i n � n i t e l y m a n y t e r m s .

W r i t e o u t t h e � r s t f o u r t e r m s f o r t h e b i n o m i a l s e r i e s f o r (1 + x)1=2
,

i . e . t = 1=2. T h i s i s , o f c o u r s e , j u s t t h e d e g r e e 4 T a y l o r p o l y n o -

m i a l . N o w p l u g i n x = :037 t o g e t a g o o d a p p r o x i m a t i o n t o

p
1:037.

C o m p a r e t h i s t o w h a t y o u r c a l c u l a t o r g i v e s , a n d t o y o u r a n s w e r t o

e x e r c i s e 1 . 2 . F i g u r e 5 s h o w s t h e f u n c t i o n y =
p

x t o g e t h e r w i t h t h e

l i n e a r a p p r o x i m a t i o n f r o m e x e r c i s e 1 . 2 a n d t h e d e g r e e 4 a p p r o x i m a -

t i o n a b o v e .

4 . 7 . U s e t h e b i n o m i a l s e r i e s w i t h t = ¡ 1=2 t o � n d t h e T a y l o r s e r i e s

f o r 1=
p

1 ¡ x2
.
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5 . M O R E S H O R T C U T S

I n t h e p r e v i o u s s e c t i o n w e s a w h o w t o a d d , s u b t r a c t , a n d m a k e

s u b s t i t u t i o n s i n p o w e r s e r i e s . I n t h i s s e c t i o n w e w i l l t a k e d e r i v a t i v e s ,

i n t e g r a t e , a n d m u l t i p l y .

D e r i v a t i v e s a r e e a s y , a s y o u a l r e a d y k n o w t h e r u l e s f o r d e r i v a t i v e s

o f p o l y n o m i a l s . T h u s , s i n c e t h e d e r i v a t i v e o f (1¡ x)¡ 1
i s (1¡ x)¡ 2

, w e

g e t t h e T a y l o r s e r i e s f o r (1 ¡ x)¡ 2
b y t a k i n g t h e d e r i v a t i v e o f e v e r y

t e r m i n ( 7 ) :

d
dx

(1 + x + x2 + x3 + ¢¢¢+ xn + ¢¢¢) =

0 + 1 + 2x + 3x2 + ¢¢¢+ nxn¡ 1 + ¢¢¢=
1X

n=1

nxn¡ 1 =
1X

n=0

(n + 1)xn :

N o t i c e t h e r e a r e t w o w a y s t o w r i t e t h e s e r i e s i n § n o t a t i o n , b y k e e p -

i n g t r a c k o f t h e p o w e r o f x , o r b y k e e p i n g t r a c k o f t h e c o e f � c i e n t .

S i n c e t h e d e r i v a t i v e o f ex
i s ex

, w e s h o u l d h a v e t h a t t h e T a y l o r s e r i e s

( 4 ) i s i t s o w n d e r i v a t i v e , a n d i t i s :

d
dx

(1 + x +
x2

2
+

x3

6
+ ¢¢¢+

xn

n!
+ ¢¢¢) =

0 + 1 + x +
x2

2
+ ¢¢¢+

nxn¡ 1

n!
+ ¢¢¢:

E v e r y t e r m s h i f t s d o w n b y o n e . N o t i c e t h a t n=n! i s j u s t 1=(n ¡ 1)!.

W e c a n a l s o i n t e g r a t e p o w e r s e r i e s ` t e r m b y t e r m ' . F o r e x a m p l e ,

s i n c e t h e a n t i d e r i v a t i v e o f (1 ¡ x)¡ 1
i s ¡ ln(1 ¡ x) , w e g e t t h e T a y l o r

s e r i e s f o r ¡ ln(1¡ x) b y c o m p u t i n g t h e a n t i d e r i v a t i v e o f e a c h t e r m i n

( 7 ) :

x +
x2

2
+

x3

3
+ ¢¢¢+

xn

n
¢¢¢=

1X

n=1

xn

n
:

I f w e w a n t i n s t e a d ln(1¡ x) , o f c o u r s e w e h a v e t o m u l t i p l y e v e r y t e r m

b y ¡ 1. T h e r e i s a s u b t l e p o i n t h e r e ; t h e a n t i d e r i v a t i v e o f a f u n c t i o n

i s d e t e r m i n e d o n l y u p t o a c o n s t a n t ( t h e ` + C ' t e r m o f M a t h 3 B ) . I n

t h i s e x a m p l e , ¡ ln(1 ¡ x) i s t h e u n i q u e c h o i c e o f a n t i d e r i v a t i v e t h a t

i s z e r o a t x = 0. T h a t v a l u e o f t h e f u n c t i o n d e t e r m i n e s t h e c o n s t a n t

t e r m o f t h e s e r i e s e x p a n s i o n . S o i n t h i s c a s e , t h e c o n s t a n t t e r m i s 0 .

T h i s i d e a l e t s u s g e t a h a n d l e o n f u n c t i o n s t h a t d o n o t h a v e a s i m -

p l e a n t i d e r i v a t i v e . F o r e x a m p l e , y o u m a y h a v e l e a r n e d i n M a t h 3 B

t h a t t h e f u n c t i o n e¡ x2
h a s n o s i m p l e a n t i d e r i v a t i v e . T h e g r a p h o f t h i s



            

C H A P T E R I I S E R I E S 1 3

-2 -1 1 2

-0.75

-0.5

-0.25

0.25

0.5

0.75

1

Figure 6

f u n c t i o n i s t h e ` b e l l s h a p e d ' c u r v e , w i t h a p p l i c a t i o n s i n s t a t i s t i c s . I f

w e t a k e a T a y l o r s e r i e s f o r e¡ x2
:

1 ¡ x2 +
x4

2
¡

x6

6
+ ¢¢¢+

(¡ 1)nx2n

n!
+ ¢¢¢=

1X

n=0

(¡ 1)nx2n

n!

a n d i n t e g r a t e t e r m b y t e r m w e g e t :

x ¡
x3

3
+

x5

10
¡

x7

42
+ ¢¢¢+

(¡ 1)nx2n+1

(2n + 1)n!
+ ¢¢¢=

1X

n=0

(¡ 1)nx2n+1

(2n + 1)n!
:

T h i s i s t h e T a y l o r s e r i e s f o r t h e a n t i d e r i v a t i v e o f e¡ x2
w h i c h i s 0 a t

x = 0. T h e f u n c t i o n w h i c h h a s t h i s a s i t s T a y l o r s e r i e s i s c a l l e d t h e

` E r r o r f u n c t i o n ' E r f (x) . B y t h e F u n d a m e n t a l T h e o r e m o f C a l c u l u s ,

a n o t h e r w a y t o w r i t e t h i s i s

E r f (x) =
Z x

0
e¡ t2

dt

s i n c e E r f (x) i s j u s t t h e f u n c t i o n t h a t c o m p u t e s a r e a u n d e r t h e b e l l

c u r v e u p t o a v a r i a b l e p o i n t x . W e h a v e r e n a m e d t h e v a r i a b l e o f

i n t e g r a t i o n t t o k e e p i t s e p a r a t e . A n o t h e r w a y t o t h i n k a b o u t t h i s i s

t h a t w e h a v e u s e d p o w e r s e r i e s t o s o l v e t h e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n

y0 = e¡ x2
; y(0) = 0:

F i g u r e 6 s h o w s t h e g r a p h o f y = e¡ x2
, ( t h e ` b e l l c u r v e ' ) t o g e t h e r

w i t h t h e g r a p h o f y = E r f (x) d i s c u s s e d a b o v e . C o n v i n c e y o u r s e l f b y

c o m p a r i n g t h e g r a p h s t h a t t h e b e l l c u r v e h a s t h e r i g h t p r o p e r t i e s t o

b e t h e d e r i v a t i v e o f t h e E r r o r f u n c t i o n .

H e r e ' s t h e l a s t t r i c k o f t h i s s e c t i o n : I n s t e a d o f m u l t i p l y i n g a p o w e r

s e r i e s b y a n u m b e r , o r a p o w e r o f x , w e c a n m u l t i p l y t w o d i f f e r e n t
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s e r i e s t o g e t h e r . I n g e n e r a l t h e c o e f � c i e n t s o f t h e p r o d u c t a r e c o m -

p l i c a t e d , s o w e w i l l n o t u s e t h e § n o t a t i o n t o w r i t e t h e g e n e r a l c o -

e f � c i e n t ; w e w i l l j u s t w r i t e t h e � r s t f e w . F o r e x a m p l e , t h e s e r i e s f o r

sin(x) cos(x) c o m e s f r o m m u l t i p l y i n g

(x ¡
x3

3!
+

x5

5!
¡ ¢¢¢)(1 ¡

x2

2!
+

x4

4!
¡ ¢¢¢)

= x ¡ (
1
2!

+
1
3!

)x3 + (
1
5!

+
1

2!3!
+

1
4!

)x5 + ¢¢¢=

x ¡
2
3

x3 +
2
15

x5 + ¢¢¢:

N o t i c e t h e r e a r e t w o w a y s o f g e t t i n g a n x3
t e r m i n t h e s e r i e s f o r

sin(x) cos(x) : o n e f r o m t h e p r o d u c t o f t h e x t e r m i n sin(x) a n d t h e

x2
t e r m i n cos(x) , a n d a n o t h e r f r o m t h e p r o d u c t o f t h e c o n s t a n t t e r m

i n cos(x) a n d t h e x3
t e r m i n sin(x) . T h e r e a r e t h r e e w a y s o f g e t t i n g a n

x5
t e r m , e t c .

5 . 1 . C o m p u t e t h e T a y l o r s e r i e s a t x = 0 f o r (1 ¡ x)¡ 3
.

5 . 2 . C o m p u t e t h e T a y l o r s e r i e s a t x = 0 f o r ln(1 + x) , ln(1 ¡ x3) , a n d

ln((1 + x)=(1 ¡ x)) . ( H i n t : T h e s e a r e e a s y , d o n ' t m a k e t h e m i n t o h a r d

p r o b l e m s . )

5 . 3 . I n e x e r c i s e 4 . 1 y o u c o m p u t e d t h e T a y l o r s e r i e s f o r 1=(1 + x2) .

U s e t h i s t o c o m p u t e t h e T a y l o r s e r i e s f o r arctan(x)

5 . 4 . C o m p u t e t h e T a y l o r s e r i e s a t x = 0 f o r arcsin(x): ( H i n t : e x e r c i s e

4 . 7 . )

5 . 5 . I n e x e r c i s e 4 . 5 y o u c o m p u t e d t h e T a y l o r s e r i e s f o r (ex ¡ 1)=x.

U s e t h e t e c h n i q u e s o f t h i s s e c t i o n t o � n d t h e T a y l o r s e r i e s f o r t h e

` E x p o n e n t i a l i n t e g r a l ' f u n c t i o n E i (x) d e � n e d b y

E i (x) =
Z x

0

et ¡ 1
t

dt:

I n o t h e r w o r d s , E i (x) i s t h e a n t i d e r i v a t i v e o f (ex ¡ 1)=x w h i c h i s 0
a t x = 0. T h i s i s a n o t h e r f u n c t i o n w h i c h c o m e s u p i n p h y s i c s a n d

e n g i n e e r i n g .
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5 . 6 . E u l e r ' s d i l o g a r i t h m L(x) i s d e � n e d b y

L(x) =
Z x

0

¡ ln(1 ¡ t)
t

dt;

i n o t h e r w o r d s , i t i s t h e a n t i d e r i v a t i v e o f ¡ ln(1 ¡ x)=x w h i c h i s 0 a t

x = 0. I t h a s a p p l i c a t i o n s i n m y a r e a o f r e s e a r c h , n u m b e r t h e o r y .

C o m p u t e t h e T a y l o r s e r i e s e x p a n s i o n f o r L(x) a t x = 0.

5 . 7 . C o m p u t e t h e � r s t f e w t e r m s o f t h e T a y l o r s e r i e s a t x = 0 f o r

sin(x)e2x
, a n d f o r e¡ x=(1 + x) .

5 . 8 . T h e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n

y0¡ y =
1

1 + x
; y(0) = 1

i s � r s t o r d e r l i n e a r , s o t h e m e t h o d s o f s e c t i o n 2 . 2 o f t h e M a t h 3 C t e x t

s h o u l d s o l v e i t . A d i f � c u l t y a r i s e s i n t h e f o r m o f a n i n t e g r a l y o u

c a n ' t d o . U s e y o u r a n s w e r t o t h e p r e v i o u s p r o b l e m t o � n d t h e � r s t

f e w t e r m s o f t h e T a y l o r s e r i e s f o r t h e s o l u t i o n . ( T h e r e a r e o t h e r , m o r e

s y s t e m a t i c w a y s t o � n d t h e s o l u t i o n a s a s e r i e s , d o n e i n M a t h 5 C . )

5 . 9 . I n a d d i t i o n t o m u l t i p l y i n g s e r i e s t o g e t h e r , o n e c a n a l s o d o l o n g

d i v i s i o n . D i v i d e t h e s e r i e s f o r cos(x) i n t o t h e s e r i e s f o r sin(x) t o g e t

t h e � r s t f e w t e r m s o f t h e s e r i e s f o r tan(x) . I t s t a r t s x + x3

3 + ¢¢¢, w h a t

i s t h e n e x t n o n z e r o t e r m ? T h e s e r i e s f o r sec(x) c o m e s f r o m d i v i d i n g

t h e s e r i e s f o r cos(x) i n t o 1 = 1 + 0x + 0x2 + ¢¢¢. T h e c o n s t a n t t e r m i s

1, w h a t a r e t h e n e x t t w o n o n z e r o t e r m s ? Y o u c a n c h e c k y o u r a n s w e r

b y a l s o u s i n g f o r m u l a ( 3 ) .

5 . 1 0 . T h e p o i n t o f t h e s e s e c t i o n s w a s t o d e v e l o p s h o r t c u t s f o r c o m -

p u t i n g T a y l o r s e r i e s , b e c a u s e i t i s h a r d t o c o m p u t e a l o t o f d e r i v a -

t i v e s . W e c a n t u r n t h i s a r o u n d , a n d u s e a k n o w n T a y l o r s e r i e s a t

x = a t o t e l l w h a t t h e d e r i v a t i v e s a t x = a a r e : t h e n- t h c o e f � c i e n t i s

n- t h d e r i v a t i v e a t a, d i v i d e d b y n!. U s e t h i s i d e a a n d y o u r a n s w e r t o

e x e r c i s e 4 . 2 t o c o m p u t e t h e 1 0 t h d e r i v a t i v e o f x2 cos(3x) a t x = 0.

5 . 1 1 . T r y t o s h o w t h a t t h e p o w e r s e r i e s J0(x) g i v e n b y f o r m u l a ( 8 )

s a t i s � e s B e s s e l ' s e q u a t i o n :

J 00
0 (x) +

1
x

J 0
0(x) + J0(x) = 0

b y c o l l e c t i n g a l l l i k e p o w e r s o f x o n t h e l e f t s i d e , a n d s h o w i n g e v e r y -

t h i n g c a n c e l s .
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6 . C O N V E R G E N C E

I n t h e p r e v i o u s s e c t i o n s w e ' v e d e a l t w i t h p o w e r s e r i e s a s f o r m a l

o b j e c t s , a s w a y t o k e e p t r a c k o f a l l t h e d i f f e r e n t T a y l o r p o l y n o m i a l

a p p r o x i m a t i o n s o f a l l d i f f e r e n t d e g r e e s . W e n o w n e e d t o t h i n k a b o u t

w h a t h a p p e n s f o r a p a r t i c u l a r n u m e r i c a l v a l u e o f t h e v a r i a b l e x . D o

t h e p o l y n o m i a l a p p r o x i m a t i o n s g e t c l o s e t o t h e f u n c t i o n v a l u e ? D o e s

i t m a k e s e n s e t o a d d u p i n � n i t e l y m a n y n u m b e r s ? T h e a n s w e r t o

b o t h q u e s t i o n i s ` S o m e t i m e s . '

W e s t a r t w i t h t h e G E O M E T R I C S E R I E S . T h i s i s t h e n a m e f o r t h e

T a y l o r s e r i e s

1 + x + x2 + ¢¢¢+ xn + ¢¢¢=
1X

n=0

xn :

f o r t h e f u n c t i o n 1=(1 ¡ x) . T h i s m e a n s t h a t f o r a n y n, t h e nt h T a y l o r

p o l y n o m i a l a t x = 0 f o r 1=(1 ¡ x) i s 1+ x + x2 + ¢¢¢+ xn : F o r a g i v e n

n u m e r i c a l v a l u e o f x , w e c a n a s k , ` I s t h i s c l o s e t o 1=(1 ¡ x)? T h i s i s

t r u e e x a c t l y w h e n (1 ¡ x)(1 + x + x2 + ¢¢¢+ xn ) i s c l o s e t o 1. A l i t t l e

a l g e b r a s h o w s t h a t i n t h e p r o d u c t , a l o t o f t e r m s c a n c e l ; i n f a c t , a l l

b u t t h e � r s t a n d t h e l a s t :

(1 ¡ x)(1 + x + x2 + ¢¢¢+ xn ) = 1 ¡ xn+1 :

T h i s m a k e s i t e a s y t o t e l l w h a t i s g o i n g o n ; i f jxj < 1, t h e n xn+1 ! 0
a s n ! 1 . S o i n t h i s c a s e (1 ¡ x)(1 + x + x2 + ¢¢¢+ xn ) i s c l o s e t o 1
f o r n b i g , o r 1 + x + x2 + ¢¢¢+ xn

i s c l o s e t o 1=(1 ¡ x) .

B u t i f x > 1, xn+1 ! 1 a s n ! 1 , s o 1 ¡ xn+1
i s n o t c l o s e t o 1. I n

t h i s c a s e t h e T a y l o r p o l y n o m i a l s n o l o n g e r a p p r o x i m a t e t h e f u n c t i o n ,

n o m a t t e r h o w b i g t h e d e g r e e i s . ( S i m i l a r c o n s i d e r a t i o n s a p p l y w h e n

x < ¡ 1. )

W e w i s h t o d o a s i m i l a r k i n d o f a n a l y s i s f o r o t h e r p o w e r s e r i e s , f o r

w h i c h w e n e e d t o i n t r o d u c e s o m e t e r m i n o l o g y . S u p p o s e f cng i s a n y

i n � n i t e l i s t o f n u m b e r s ( a S E Q U E N C E ) . W h e n w e w r i t e

P 1
n=0 cn ( a n

I N FI N I T E S E R I E S o r j u s t a S E R I E S ) w e m e a n a n e w l i s t o f n u m b e r s f sng
f o r m e d b y t a k i n g p a r t i a l s u m s

s0 = c0

s1 = c0 + c1

s2 = c0 + c1 + c2

.

.

.
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F o r e x a m p l e , t a k e t h e g e o m e t r i c s e r i e s a b o v e , w i t h x = 1=2. S o cn

w i l l b e (1=2)n
. B y

P 1
n=0 (1=2)n

, w e m e a n t h e s e q u e n c e o f n u m b e r s

s0 = (1=2)0 = 1

s1 = (1=2)0 + (1=2)1 = 3=2

s2 = (1=2)0 + (1=2)1 + (1=2)2 = 7=4

s3 = (1=2)0 + (1=2)1 + (1=2)2 + (1=2)3 = 15=8
.
.
.

W e w i l l s a y i n g e n e r a l a s e r i e s C O N V E R G E S i f t h e s e q u e n c e o f p a r -

t i a l s u m s sn a p p r o a c h s o m e l i m i t i n g v a l u e , a n d w e ' l l s a y t h e s e r i e s

D I V E R G E S o t h e r w i s e . B y t h e d i s c u s s i o n o f t h e g e o m e t r i c s e r i e s a t t h e

b e g i n n i n g o f t h i s s e c t i o n ,

sn =
1 ¡ (1=2)n+1

(1 ¡ 1=2)
= b y s o m e a l g e b r a 2 ¡ (1=2)n :

S o t h e p a r t i a l s u m s sn c o n v e r g e a s n g o e s t o i n � n i t y .

A n o t h e r e x a m p l e : i f cn = 1=n, t h e n b y

P 1
n=1 1=n w e m e a n t h e

s e q u e n c e o f n u m b e r s

s1 = 1

s2 = 1 +
1
2

s3 = 1 +
1
2

+
1
3

.

.

.

T h i s e x a m p l e i s a f a m o u s s e r i e s , c a l l e d t h e H A R M O N I C S E R I E S . N o -

t i c e w e s t a r t e d s u m m i n g f r o m n = 1 i n s t e a d o f n = 0; t h i s i s l e g a l .

T h e f a c t t h a t t h i s s e r i e s d i v e r g e s i s d i s c u s s e d i n e x e r c i s e 6 . 4 .

O n e m o r e e x a m p l e : T a k e t h e T a y l o r s e r i e s ( 4 ) f o r ex
a t 0, a n d p l u g

i n x = 1. B y

P 1
n=0 1=n! w e m e a n t h e s e q u e n c e

s0 = 1=0! = 1

s1 = 1=0! + 1=1! = 2

s2 = 1=0! + 1=1! + 1=2! = 5=2 = 2:5

s2 = 1=0! + 1=1! + 1=2! + 1=3! = 8=3 = 2:6666: : :
.
.
.

L a t e r w e ' l l s e e t h a t t h i s s e q u e n c e r e a l l y d o e s c o n v e r g e t o

e1 = e = 2:71828182846: : :
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W A R N I N G : T r y n o t t o c o n f u s e p o w e r s e r i e s , ( w h i c h a r e f o r m a l

o b j e c t s w i t h a v a r i a b l e x ) a n d i n � n i t e s e r i e s ( w h i c h a r e a c t u a l l y s e -

q u e n c e s o f r e a l n u m b e r s , t h e p a r t i a l s u m s . )

W e w i l l a l s o n e e d a m o r e d e l i c a t e n o t i o n o f c o n v e r g e n c e . I t s o m e -

t i m e s h a p p e n s t h a t a n i n � n i t e s e r i e s w i l l c o n v e r g e , b u t o n l y b e c a u s e

p o s i t i v e a n d n e g a t i v e t e r m s c a u s e a l o t o f c a n c e l l a t i o n . ( T o s e e a n

e x a m p l e , w r i t e d o w n t h e � r s t f e w p a r t i a l s u m s o f

P
n (¡ 1)n=n. ) F o r

t e c h n i c a l r e a s o n s , t h i s i s n o t o p t i m a l . S o w e ' l l a l s o c o n s i d e r a n e w

s e r i e s f o r m e d b y t a k i n g a b s o l u t e v a l u e s , a n d s a y t h a t t h e s e r i e s

P
n cn

C O N V E R G E S A B S O L U T E L Y i s t h e s e r i e s o f a b s o l u t e v a l u e s

P
n jcn j c o n -

v e r g e s , i . e . i f t h e s e q u e n c e

s0 = jc0j

s1 = jc0j + jc1j

s2 = jc0j + jc1j + jc2j
.
.
.

c o n v e r g e s . T h e p o i n t h e r e i s t h a t t h e n u m b e r s b e i n g a d d e d a r e a l l

p o s i t i v e , s o t h e p a r t i a l s u m s c a n o n l y i n c r e a s e . T h e r e i s n e v e r a n y

c a n c e l l a t i o n . A b s o l u t e c o n v e r g e n c e i s t h e v e r y b e s t p o s s i b l e , g r a d e

A A A k i n d o f c o n v e r g e n c e . I n p a r t i c u l a r , i f a s e r i e s c o n v e r g e s a b s o -

l u t e l y , t h e n i t c o n v e r g e s .

6 . 1 . W r i t e t h e � r s t 5 p a r t i a l s u m s f o r t h e s e r i e s f o r t h e h a r m o n i c

s e r i e s . D o t h e s a m e f o r t h e s e r i e s

P
n (¡ 1)n=n.

6 . 2 . W r i t e d o w n t h e � r s t 5 p a r t i a l s u m s f o r t h e s e r i e s

P 1
n=1 1=n2

.

6 . 3 . U s e y o u r c a l c u l a t o r t o c o m p u t e t h e p a r t i a l s u m o f t h e � r s t 1 0 0

t e r m s o f t h e s e r i e s i n t h e p r e v i o u s p r o b l e m . I n f a c t t h i s s e r i e s c o n -

v e r g e s ; t h e S w i s s m a t h e m a t i c i a n E u l e r p r o v e d t h e v e r y b e a u t i f u l f o r -

m u l a

P 1
n=1 1=n2 = ¼2=6. T h i s s e r i e s i s r e l a t e d t o t h e f u n c t i o n L(x) i n

e x e r c i s e 5 . 6 . S e e a l s o e x e r c i s e 6 . 7 .

6 . 4 . I n t h i s e x e r c i s e w e s h o w t h a t t h e h a r m o n i c s e r i e s d i v e r g e s .

V i e w e a c h c o e f � c i e n t 1=n b e i n g s u m m e d a s t h e a r e a o f a r e c t a n g l e

w i t h b a s e t h e i n t e r v a l (n; n + 1) o f w i d t h 1 o n t h e x a x i s , a n d h e i g h t

1=n. D r a w a r o u g h d i a g r a m o f t h e � r s t f e w r e c t a n g l e s . O n t h i s s a m e

g r a p h , s k e t c h t h e f u n c t i o n y = 1=x. I t s h o u l d l i e u n d e r a l l t h e r e c t a n -

g l e s . T h u s t h e a r e a u n d e r y = 1=x, f r o m 1 u p t o s o m e b i g i n t e g e r N ,

i s l e s s t h a n t h e s u m o f t h e a r e a s o f t h e r e c t a n g l e s , w h i c h i s t h e N - t h

p a r t i a l s u m o f t h e s e r i e s sN = 1+ 1=2+ 1=3+ ¢¢¢+ 1=N . U s e c a l c u l u s

t o c o m p u t e t h e a r e a u n d e r y = 1=x f r o m x = 1 u p t o x = N . U s e t h i s

t o s h o w t h a t a s N ! 1 , sN ! 1 :
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T h i s t r i c k c a n o f t e n b e m a d e t o w o r k , i t s c a l l e d t h e I N T E G R A L T E S T

f o r c o n v e r g e n c e .

6 . 5 . ( C o n t i n u a t i o n ) T h e a n t i d e r i v a t i v e f o r 1=x y o u f o u n d a b o v e g o e s

t o i n � n i t y v e r y s l o w l y . H o w b i g d o e s N h a v e t o b e s o t h a t t h e a r e a

u n d e r 1=x b e t w e e n 1 a n d N i s b i g g e r t h a n , s a y , 10? T h i s t e l l s y o u

h o w m a n y t e r m s o f t h e h a r m o n i c s e r i e s y o u n e e d b e f o r e y o u c a n s a y

t h a t sN i s b i g g e r t h a n 10. T h e h a r m o n i c s e r i e s d i v e r g e s , b u t v e r y

s l o w l y .

6 . 6 . T r y t o g e n e r a l i z e t h e a r g u m e n t s i n e x e r c i s e 6 . 4 t o w o r k f o r t h e

s e r i e s

P 1
n=2 1=(n ln(n)) . Y o u w i l l n e e d t o i n t e g r a t e t h e f u n c t i o n y =

1=(x ln(x)):

6 . 7 . T h e i n t e g r a l t e s t c a n e q u a l l y w e l l b e m a d e t o s h o w a s e r i e s

c o n v e r g e s . I n t h i s e x e r c i s e y o u w i l l s h o w s h o w t h a t

P 1
n=1 1=n2

c o n -

v e r g e s . F i r s t , w h a t f u n c t i o n y = f (x) w i l l b e a p p r o p r i a t e ? N e x t , y o u

n e e d t o a r r a n g e t h e r e c t a n g l e s s o t h e g r a p h o f y = f (x) l i e s a b o v e

t h e m i n s t e a d o f b e l o w . C o m p u t e

AN =
Z N

1
f (x)dx;

i t i s t h e n g r e a t e r t h a n sN . S h o w t h a t limN ! 1 AN i s � n i t e , t h e n limN ! 1 sN

i s � n i t e a s w e l l , i . e . t h e s e r i e s c o n v e r g e s .

7 . T E S T S F O R C O N V E R G E N C E

A n a p p l i c a t i o n o f t h e i d e a o f a b s o l u t e c o n v e r g e n c e i s t h e C O M P A R -

I S O N T E S T . I t u s e s i n f o r m a t i o n a b o u t o n e s e r i e s t o g e t i n f o r m a t i o n

a b o u t a n o t h e r . H e r e ' s h o w i t w o r k s . S u p p o s e

P
n cn i s s o m e s e r i e s

t h a t w e k n o w c o n v e r g e s a b s o l u t e l y . G i v e n a n o t h e r s e r i e s

P
n bn , i f

jbn j · jcn j f o r a l l n, t h e n t h e c o m p a r i s o n t e s t s a y s t h a t t h e s e r i e s

P
n bn

a l s o c o n v e r g e s a b s o l u t e l y . T h e r e a s o n t h i s w o r k s i s t h a t i f

P
jcn j c o n -

v e r g e s , i t s p a r t i a l s u m s d o n ' t i n c r e a s e t o i n � n i t y . T h e p a r t i a l s u m s f o rP
n jbn j a r e a l l l e s s t h a n t h e p a r t i a l s u m s f o r

P
jcn j .

C o n v e r s e l y i f t h e s e r i e s w i t h t h e s m a l l e r t e r m s

P
bn d o e s n o t c o n -

v e r g e a b s o l u t e l y , t h e n n e i t h e r d o e s t h e s e r i e s w i t h t h e l a r g e r t e r m sP
cn .

A m a z i n g l y , w e c a n u s e t h i s f a c t a n d o u r k n o w l e d g e o f t h e g e o -

m e t r i c s e r i e s t o g e t i n f o r m a t i o n a b o u t a n y p o w e r s e r i e s a t a l l . T h i s i s

i m p o r t a n t e n o u g h t o s t a t e i n f a n c y l a n g u a g e , b u t t h e i d e a s a r e s i m p l e

e n o u g h f o r y o u t o f o l l o w :
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T h e o r e m . I f

P 1
n=0 cn i s a n y s e r i e s , l e t L b e t h e l i m i t

L = lim
n! 1

jcn+1 j
jcn j

:

T h e n t h e s e r i e s c o n v e r g e s a b s o l u t e l y i f L < 1, a n d i t d i v e r g e s i f L > 1.

T h e r e i s n o i n f o r m a t i o n i f L = 1, a n y t h i n g c a n h a p p e n .

P r o o f . S u p p o s e L a s i n t h e t h e o r e m s a t i s � e s L < 1; i . e

L = lim
n! 1

jcn+1 j
jcn j

< 1:

S i n c e L i s l e s s t h a n 1, i t i s a p r o p e r t y o f r e a l n u m b e r s t h a t t h e r e i s

a n o t h e r n u m b e r r b e t w e e n L a n d 1. ( F o r e x a m p l e , r = (L + 1)=2
w o r k s . )

S i n c e r i s b i g g e r t h a n t h e l i m i t L , i t s t r u e t h a t

jcn+1 j
jcn j

< r

f o r n b i g e n o u g h , s a y b i g g e r t h a n s o m e N . ( N d e p e n d s o n r , b u t i s

t h e n � x e d i n d e p e n d e n t o f e v e r y t h i n g e l s e . ) T h i s s a y s f o r e x a m p l e

t h a t

jcN +1 j
jcN j

< r o r jcN +1 j < r jcN j:

S i m i l a r l y

jcN +2 j
jcN +1 j

jcN +1 j
jcN j

< r 2
o r jcN +2 j < r 2jcN j:

I n g e n e r a l w e � n d t h a t f o r a n y k

jcN + k j < r k jcN j:

S i n c e r < 1, t h e g e o m e t r i c s e r i e s jcN j
P 1

k=0 r k
c o n v e r g e s a b s o l u t e l y .

B y t h e c o m p a r i s o n t e s t ,

P 1
k=0 jcN + k j =

P 1
n= N jcn j c o n v e r g e s , i . e . t h e

o r i g i n a l s e r i e s c o n v e r g e s a b s o l u t e l y .

I n t h e c a s e w h e n L > 1, o n e c a n s h o w s i m i l a r l y t h a t t h e i n d i v i d u a l

t e r m s jcn j a r e i n c r e a s i n g , s o t h e s e r i e s d i v e r g e s .

W e t y p i c a l l y u s e t h i s w i t h cn = an (x ¡ a)n
c o m i n g f r o m s o m e

p o w e r s e r i e s

P
n an (x ¡ a)n

c e n t e r e d a t x = a. T h e R A D I U S O F C O N -

V E R G E N C E R i s t h e ` l a r g e s t ' v a l u e o f x t h a t m a k e s t h e l i m i t L e q u a l 1.

I t i s t h e r a d i u s o f a o n e d i m e n s i o n a l c i r c l e , t h e i n t e r v a l (a¡ R; a+ R) .

T h e r a t i o t e s t t h e n c a n b e i n t e r p r e t e d a s s a y i n g t h a t t h e s e r i e s c o n -

v e r g e s a b s o l u t e l y w h e n jx ¡ aj < R. W e g e t n o i n f o r m a t i o n w h e n

jx ¡ aj = R. ( T h e t e r m i n o l o g y ` r a d i u s ' m a k e s m o r e s e n s e w h e n t h i s

i s g e n e r a l i z e d t o f u n c t i o n s o f t w o v a r i a b l e s , t h e n t h e p o w e r s e r i e s
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c o n v e r g e s i n s i d e a r e a l c i r c l e i n t h e p l a n e . ) T h e r a t i o t e s t i s e x t r e m e l y

u s e f u l b e c a u s e s o m a n y p o w e r s e r i e s i n v o l v e n!, a n d t h e r a t i o s c a n c e l

s o n i c e l y .

E X A M P L E S : I n t h e s e r i e s f o r ex
, w e h a v e

jan+1 xn+1 j
janxn j

=
jxjn+1 =(n + 1)!

jxjn=n!
=

jxjn+1

jxjn
n!

(n + 1)!
=

jxj
n + 1

:

S o t h e l i m i t L = 0 f o r a n y x a n d t h e r e f o r e t h e s e r i e s a l w a y s c o n v e r g e s

a b s o l u t e l y , f o r a n y x . W e s a y t h e r a d i u s R = 1 :
F o r t h e g e o m e t r i c s e r i e s an = 1 f o r e v e r y n, s o

jan+1 xn+1 j
janxn j

=
jxn+1 j
jxn j

= jxj:

T h u s t h e t h e s e r i e s c o n v e r g e s a b s o l u t e l y i f jxj < 1, a s w e a l r e a d y

k n e w . T h e r a d i u s o f c o n v e r g e n c e i s 1
T h e s e r i e s f o r ln(1 ¡ x) i s

P 1
n=1 ¡ xn=n, s o

jan+1 xn+1 j
janxn j

=
jxjn+1 =(n + 1)

jxjn=n
= jxj

n
(n + 1)

= jxj
1

1 + 1=n
:

T h e l a s t s t e p a b o v e c o m e s f r o m m u l t i p l y i n g n u m e r a t o r a n d d e n o m -

i n a t o r b y 1=n, u s e f u l f o r s e e i n g t h a t t h e l i m i t i s jxj ¢1 = jxj . T h u s t h e

s e r i e s c o n v e r g e s a b s o l u t e l y f o r jxj < 1, o r R = 1.

H e r e ' s a s l i g h t l y m o r e c o m p l i c a t e d e x a m p l e ; t h e p o w e r s e r i e s

1X

n=0

x3n=2n :

( S e e e x e r c i s e 4 . 3 ) . W e h a v e

jxj3(n+1) =2n+1

jx3n j=2n
= jxj3=2:

T h u s t h e s e r i e s c o n v e r g e s a b s o l u t e l y i f jxj3 < 2, o r , jxj < 21=3: T h i s

s h o w t h e r a d i u s o f c o n v e r g e n c e i s R = 21=3:

7 . 1 . U s e t h e c o m p a r i s o n t e s t a n d t h e h a r m o n i c s e r i e s t o s h o w t h a tP
n 1=

p
n d i v e r g e s . ( Y o u m a y a s s u m e t h e h a r m o n i c s e r i e s d i v e r g e s ,

e v e n i f y o u d i d n ' t d o e x e r c i s e 6 . 4 . ) H i n t :

p
n < n; w h a t d o e s t h i s s a y

a b o u t 1=
p

n v s . 1=n?

7 . 2 . U s e t h e c o m p a r i s o n t e s t a n d y o u r a n s w e r t o e x e r c i s e 6 . 7 t o

s h o w t h a t t h e s e r i e s

P 1
n=1 1=n3

c o n v e r g e s .

7 . 3 . U s e t h e r a t i o t e s t t o � n d t h e r a d i u s o f c o n v e r g e n c e f o r sinh(x)
( s e e e x e r c i s e 4 . 4 ) a n d f o r sin(x) .
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7 . 4 . F i n d t h e r a d i u s o f c o n v e r g e n c e o f t h e T a y l o r s e r i e s f o r x2 cos(3x)
y o u c o m p u t e d i n e x e r c i s e 4 . 2

7 . 5 . F i n t h e t h e r a d i u s o f c o n v e r g e n c e o f t h e T a y l o r s e r i e s f o r sin(x)=x
a n d (ex ¡ 1)=x y o u c o m p u t e d i n e x e r c i s e 4 . 5

7 . 6 . S h o w t h a t t h e r a d i u s o f c o n v e r g e n c e o f

P 1
n=1 n!xn

i s 0. T h i s

s h o w s t h e w o r s t c a s e c a n h a p p e n .

7 . 7 . C o m p u t e t h e r a d i u s o f c o n v e r g e n c e f o r t h e B e s s e l f u n c t i o n J0(x)
g i v e n b y f o r m u l a ( 8 ) . T h i s s h o w s t h a t J0(x) r e a l l y d o e s d e � n e a f u n c -

t i o n . U s e t h e � r s t 4 t e r m s a n d y o u r c a l c u l a t o r t o e s t i m a t e J0(1).

7 . 8 . U s e t h e r a t i o t e s t t o s h o w t h a t R = 1 f o r t h e s e r i e s L(x) y o u

f o u n d i n e x e r c i s e 5 . 6 . N o t i c e t h a t e x e r c i s e 6 . 7 s h o w s t h a t t h e s e r i e s

L(1) d o e s c o n v e r g e , e v e n t h o u g h t h i s i s o n t h e b o u n d a r y , w h e r e t h e

r a t i o t e s t g i v e s n o i n f o r m a t i o n . T h e g e o m e t r i c s e r i e s a l s o h a s r a d i u s

R = 1, b u t c e r t a i n l y d o e s n o t c o n v e r g e w h e n x = 1. ( W h a t i s t h e

N t h p a r t i a l s u m f o r t h e g e o m e t r i c s e r i e s w i t h x = 1? ) T h i s s h o w s

a n y t h i n g c a n h a p p e n o n t h e b o u n d a r y .

7 . 9 . D e t e r m i n e t h e r a d i u s o f c o n v e r g e n c e o f t h e b i n o m i a l s e r i e s ( e x -

e r c i s e 4 . 6 ) . T h e r e a r e d i f f e r e n t a n s w e r s d e p e n d i n g o n w h e t h e r o r n o t

t i s a n i n t e g e r .


